Estrutura Algébrica e Topolégica em R™

de vérias varidveis, Tipicamente as nossas funcies serio «Imlan por

1 Introdugao.

Iniciamos aqui o estudo de fungoes
expressoes como:

L I - B
. o) =slogly =zl M@ z2,3a04) =2y b0 b 2

/(=

adl

Os dominios destas fungdes sao:

Dy ={(z,y) | z,y € Rez—y # 0}
D, = {(z,5.2) | 2,2 ER ey = 2 # 0}
Dy, = {(21,22,23,24) | 21,72, 23,74 € R}

que sio subconjuntos de R? (ver figura 1), R? (ver figura 2) ¢ R* (de facto, Dy = R*).

Figure 1: Dy ¢ o plano XY excepto a linha representada na figura

Em R era comum usarmos operagdes algébricas como adigio, subtracgio, multiplicagio e divisio para,
entre outras coisas, definirmos as expressdes analiticas das nossas fungies. Quais destas operagdes fazem
ainda sentido g R™ com 1 17

rAdigao em R™

Sejam (21,%2,...,Zm) € (y1,¥2, -+ -, Ym) dois elementos genéricos de R™. Definimos adigio destes dols
elementos:

(@122 Zm) + W12 ¥20- 0 ¥m) = (21 + Y1, 22+ Y2y 0« 0, T+ Ym)

Esta opera¢ao é comutativa:
(@1,%2,0 1 Tm) + (W10 Y25- -5 m) = (21 + U0 T2+ 12,00 Bm +Ym) = U1+ T1, 02 F T2y, U + )
O elemento de R™ com todas as coordenadas nulas, (0,0,...,0), é tal que
(0,0,..-,0) + (21,22, .-, Zm) = (X1, 22, .., Zm) = (T1, T2, ..., Zp) + (0,0,...,0)

ou seja, (0, 0,...,0) é o elemento neutro da adigao em R™, Para cada (T1,%2,. .., Zm), existe um Gnico
(-1, —x9,,- :cm) para 0s quais se tem: :

(z1, 72, 1 ZTm) + ("311 —T2y. 00y =Tpn) = (0 0,. 0) = (=21, ~24,.. -xm) + (9-;13372: o vxrn)

ou seja cada elemento de R™ tem um inverso em R™, Finalmente, esta operagio é asmciatwa tmdo
portanto todas as propriedades que j& conheciamos da adi¢ao em R.

2




te

Figure 2: Dy é R3 excepto o plano representado na figura

Nio existe nocao de multiplicagao em R™ tal como a conhecfamos em R. Que outras maneiras de
associar dois elementos para produzir novos elementos de R™ temos ainda?

[Multiplicagio por-escalar}

Dado um niimero real a (dito “escalar”) e um elemento de R™, (z1,%2, .- -»%m), definimos multi-
plicagdo por escalar da seguinte maneira:

a(z1,T2, .. -, Tm) = (F1,0T2, .. ., OTm)

{Distancia “entre dois elementos
Em R, a distancia entre dois elementos, = € ¥, é dada pelo médulo da diferenga entre os dois, |z —yl.
Em R2?, usamos o Teorema de Pitdgoras:

Y - V@ =+ @ — n)

e e

I2

Z) n
Figure 3: Disténcia entre dois pontos em R?, dadas as suas coordenadas

EmRY
O que indica que, de um modo geral, d(z,y), a disténcia entre os el I
) ) ; ementos ¢ = (£1,23,-+-y%m) €
v=(1.12:-.,m), em R™, & dada por: ik stk

dza)= (o =l + (2o -yl 4o ok (@ m ),
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Figure 4: Distancia entre dois pontos em R?, dadas as suas coordenadas
TR
Se fizermos (y1,¥2,- -+, ¥m) = (0,0,...,0), obtemos
VEi—n)? + (@2 —y2)2+ -+ (Tm = ym)? = V(21 = 0)2 + (z3 = 0)2+ -+ + (2 = 0)? =

A At s B

que dé a distincia do elemento (0,0,...,0) até ao elemento (1,%3,.+++&m). A este valor chamamos
iorma de-(Z1, Tz;.++s &m) € denotamos por (G 2T s Zm )

I(z1, 22, r Zm)|| = \/f:?+:n§+---+m?n

Note-se que se fizermos m = 1 obtemos

lleall = /1 = |a|

Ent3o a norma, ||---||, generaliza a nogéo de médulo. Por outro lado,

d(:c,y) = \/(1‘1 b U1)2 + (3’2 - y!)n L ARER. o (wm e ym)“ - “(wl =ULEE = U B = ym)“ -
= ”(-'51-1'2; e ::L'm) ¥ ('Ml"ﬂh ke ym)“ - “.’L‘ - y||

(com z = (21,%2,-.,Zm) € ¥ = (U1, V2)+ <+ Ym)) Mals uma vez generalizando para R™ wm facto nosso
conhecido de R: que a distincia entre dois reals 4 0 médulo da sua diferenga.
Definimos tambem, para @ = (€1,2,+.+,@m) 0 ¥ = (U1, 42+, ¥m) em R™, o sou produto interno:

£y = (21,22, @) (Ui Y211 Um) = B chTaya b Zmin
Se' emﬁ_"g“ular, ﬁzermoﬁ‘,y ~ rl“ istn é’ (ullyﬂl tes ivﬂl) = (wlg 2':;, Ve ,m";)‘ yem
i_’_ﬁ_? (:ﬂ] T IERR 1:5116) ! (wlsw‘h e -qwm) =1 + Tl Ty = J,.‘:f -+ u;g + . ,;L'?" = “J:”“

ou seja, o produte interno de um elemento por ele préprio ¢ lgual ao quadrado da sua norma. Entio,
dados dois elementos quaisquer de R™, x = (zy,23,...,&m) @ ¥ = (Y1, 42y« «,¥m) © W mimero real



(escalar) a, tem-se

O<|le+ayll? = (x+ay) (2 +ay) =
= ((mhx?v +Tm) +“(yloy2;---ﬂm)) ' ((:'711-"52'-'-3'711) +a(ﬂh112w-'ym)) =
= ((x1 + ayy, 22 + oy, ..., Ty + aym)) - ((z1 + ay1, 22 +ay2,. .1 Tm + OYm)) =
= (z1 + ay1) (x1 + ay1) + (z2 + aya) (2 + ay) + -+ + (Zm + AYm) (@m + a¥m) =
= 331(-'51 + oyl) + ayy (z1 + ay) +- + Ton (L +aym) + aym (Zm + aYm) =
= (.1:? + a:r:lyl) + (uy;:r:l + a"‘y?) + e (z?,, + a:z:mym) + (ayma:m +azy72n) =
= (z¥+---+:r.,2n)+2a(:c1y1+---+zmym)+02(y¥+'“+‘y,zn) =
= lz|I* + 20z - y + o?lyI]

ou seja, concluimos que o polinémio de grau dois em o:
Rm———— 2
[2(@) = (lvl*)e” + (22 - y)a+ |z
é maior ou igual a zero. As raizes de um ta.lﬁ)olinémio sao dadas por:

| )Y, o
22y JETAGIEE, | [
== 2Nl

Como o nosso polinémio tem, no méximo, uma raiz (porque ¢ sempre maior ou igual a zero) entdo a
expressao dentro da raiz tem de ser menor ou igual a zero, ou seja

2z y)? — 4lly|Pllll® < 0 & (z-)* < |ll*lll” & |z - gl < [l=]] lIll

Entao, para quglquer z ey em R™,

llr-yl <[/ [T,
que é conhecido por ﬁesiﬁzildéﬂﬁ’&efcgyf‘@s? hwart

Exercicio 1.1

Para quaisquer z, y ¢ z em R™ e o em R, estabelecer as seguintes propriedades:

TYy=y-'<
(z+y)-z=z-24+y-2 ; z-(y+2)=z-y+z-z
[lez]| = le |||

(ax) -y =a(z-y) =z - (ay)

Da desigualdade de (Cauchy-Schwart resulta que

2

lz+yl’=(z+y) - (z+y)=z-(z+y)+y-(e+y) =z - z+z-y+y-s+y y=
T

=y

=|l2|® + 2z -y + |l < [lz]1* + 2lle] [lp]] + lp|1® = (=] + |lyl|ﬁ
o

R P o g
i ux+ynsnwu+uyty

Desta desigualdade resulta que dados ;r*l yezem RI:, se tem,

e portanto: {

llz = vl = li(z = 2) + (z = I| £ [l= - 2ll + |z — ]l

L e e s

isto & e i
[l - yll éﬂﬁ.ﬁl.lﬂ&:uu..L
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i ivi ue, para qualquer z e y ¢
ssigualdade tﬁ&xiéﬁibﬂ Verifica-se ainda trivialmente qQue %
conhecida por 1desigualdade:

R eyl =lly =2l

e lz - wll 20

Estas trés propriedades, ,_ p e
@ le-l=ly=alb @ llz—sll2

@ Nzl o=+l yll Al iva: (3 que a distancia
a entre dois pontos: (1) aue 787 . negi:‘v:(; primeiro; e que @
de um ponto a um segundo ponto seja a mesma que 2 distancia do _segqndolpon S otantia do primeifo
a distancia de um ponto a um segundo seja menor ot quando muito, 1gua 'ql:ie ? boa directo 80 Porto
ponto a um terceiro ponto mais a distdncia desse terceiro ponto a0 segundo (ir de Ll

; i Porto).
percorre-se menos distancia do que ir primeiro de Lisboa a Elvas € s6 depois de Elvas a0 )

si0 as que se esperam de uma distanci

Exercicio 1.2

Considere um conjunto qualquer (a0 qual chamamos X). Nesse conjunto considere 2 fungao:

1, sex =Y
d(z,y)={

0,sex#Y

Verifique ¢ que esta & uma fungao distancia em X (isto & que verifica as propriedades (1), (2) e (3) acima).
TSOTA; De agora em diante, a funcao distancia que consideramos é:

Tiz,y) = llz — yll

— s Tendo equipado R™ com uma fungdo distancia podemos agora falar, dado um ponto arbitrdario a_ em
R™, do gmggo_dg_pﬂnms que estdo préximos de a a menos di dado valor ¢, ou seja de vizinhangas
- agora conhecidas por bolas.
B R Ty |
TDefinigao 1.1

Dado a = (@1;-.-,am) em R™ ee> 0 chamamos bola de centro a e raio € ao conjunto:

[ »
%Bc(a) ={zeR™ |||z - al| <€}l s ’fuj“"kw‘"‘ & - ] 2

& F MAe £

Com estas nogoes de distancias e de bolas (vizinhangas) faz agora sentido falar de sucessdes limi-
tadas, sucessdes convergentes; pontos interiores a conjuntos, pontos aderentes a conjuntos; etc., tal como
faziamos em R.

2 Sucessoes

3 " 2 3 = .
Uma sucessao em R™ é uma correspondéncia que a cada nimero natural n associa um elemento de R™.

Exemplo 2.1

ITn = (ﬂ,ﬂ,...,n)
m coordenadas_

1 1 :
Yn = (—:n;_,n,---)
n n

m_coordenadas
1 2 m
Zn = '-1_7--'i'_)
nn n
m goordenadas
Wn = ((_1)11' (=1)": s (—l)n)
. m coordenadas :
Note-se que aqui 0 mdxcg n em Tn, Yn, 2n; Wn, I€presenta o termo da sucessao.
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Definigao 2.1 (Sucessao Limitada)

A sucessdo (z,) em R™ diz-se limitada se existir um real positivo R tal que

llzl| < R, qualquer que seja n

Exemplo 2.2

(2n), (wn) acima sio sucessoes limitadas, j& que

b= 2 )| T B (B < )+ )+ () -

= m(B) =Zvm<mym

n

vm

il = [[ (7 107 0] = (1) () (-or)’

Definigao 2.2 (Sucessio Convergente)
R™ se, qualquer que seja € > 0. existir um inteiro

A sucessio (z,) em R™ diz-se convergente para a em
positivo N tal que

[n>N==>::,,EB,(a) 0 ;,,;;.,. P AT Y a'Jf,m 5 w/eu,s fr
1
o, o Todes fukmews a b )

Exemplo 2.3 -~y

" - 0O

| |~
A sucessao (-,1; +1, -,1;) \converge para &1,0)\ De facto,

2 o2) -0 & )l -V G = o) =3+2

|5

“1’,..'(‘” (_\*_ )
Entdo, dado € > 0, tome-se um inteiro positivo N tal que

V3

N>—
€

~

donde
V2

— < €
’ N
Entéo, para todo o n > N tem-se:

12 -aof - Z < <

ou seja, dado € > 0, determindmos um inteiro positivo N tal que,

1 1
>N = |(F+17) -0 <
Portanto, a sucessio (£ +1,1) converge, por definigao de convergéncia de sucessdes, para (1,0).

~ 1 - by - -~
As sucessdes como (1 +1) e (%) em relagio a sucessdo (% +1,1), chamamos sucessGes coordenadas.
Seguidamente apresentamos alguns resultados sobre sucessdes que sao analogos a resultados que ja
conhecemos de sucessoes em R.

Proposicao 2.1 Uma sucessdo convergente tem um inico limite




-—

om R™ tem dola limites distintos, a e b em R™, ¢or
jste um Inteiro positivo N tal que paran > N,

imultAneamente,

3 i ergente (o)
onha que a BUCOSEN0 CONY &
DCIII. blll Ty h 1 (,T") (‘(]“V"r“". ontho X

b. Seja € = ||la — b]|. Como Lok
:fe By (ajl) o Xy € Hi(h), ou gejn, para n > N, tem-se, 8

€
(4 -
llra = all <5 € llen= il <3

o que implica que
[la = b]| = “(“ - -Tn) 0y ('Tn e b)” <)

€ €
(a-an)ll+l(zn =)l <5 +3 =€

donde em particular,
la—bll <

o que contradiz a nossa escolha inicial de

e=|la-0bll
- Rt

o que é absurdo, demonstrando-se assim que o limite de uma sucessao convergente é (inico. |

‘Proposigﬁo 2.2 Uma sucessdo_convergente € limitada,
0es,

Dem. Suponha que a sucessao (z,) converge para a. Entdo, por defini¢do de convergéncia de sucess
para todo o € > 0 existe um inteiro positivo N tal que para todo o n > N, ||z, — al| < €. Como vimos

nas praticas
] - uyn| <llz =yl

donde dado € > 0 existe um inteiro positivo tal que N

llzall = llall| < |lzn —all <€

e portanto, desembaragando de médulos
llell — € < [[znll < lall + €

ou seja existe um N tal que o conjunto dos termos da sucessio z,, a partir desse indice IV, é limitada.
Falta portanto saber se o conjunto dos termos da sucessdo até ao indice NV é, ou ndo, um conjunto
limitado. Mas este conjunto é um conjunto finito (s6 tem N elementos) logo é limitado. Finalmente, a
unido de dois conjuntos limitados (no caso, {||za|| | » £ N} e {||zx|| | n > N}) é outra vez um conjunto
limitado. Portanto, se uma sucessao é convergente entdo é uma sucesséo limitada. W

Proposigao 2.3 Uma sucessdo ¢ convergente (¢ limitada, respect.) se e sd se todas as suas sucessdes
coordenadas forem convergentes (limitadas, respect.)

Dem. Omitida B

Proposigao 2.4 Se uma sucessdo € limitada entdo tem subsucessdes convergentes,

Dem. Omitida. B
Os resultados reunidos na proposicao 2.5, sdo, de um modo geral, generalizacoes para R™, de resul-

tados j4 conhecidos em R e cujas demonstragdes sdo manipulagdes simples das defini¢des e que deixamos
entdo como exercicio, a cargo de quem ler estas notas,

Proposigao 2.5 Se as sucessoes (uy) e (vy) em R™ sdo convergentes entdo:
o (u, £ v,) tambem € convergente € limpyo0(Uy £ Vn) = liMyy00 (Un) £ limpeyoo(Va)
o (uy - v,) tambem € convergente e limpyyoo(Un ¢ Un) = liMpypoo(Un) * liMpmsoo (tn)
* (|luall) tambem € convergente € limyioo |[Un]l = || liMacsoo tall

Se, além disso, (a,) € uma sucessdo convergente de nimeros reais (escalares) entdo

o (apu,) tambem € convergente e limyem oo (Qntin) = liMpmco (@) iMpe oo (tn)



3 Nogoes Topologicas em R

A To ia te " "

Pt pologia tem a ver com a maneira como clementos se relaclonam com conjuntos (na profundidade

3 ﬂqllfj a estudamos aqui). A importancia da topologia j& deve ter ficado flustrada aquando do estudo
e fungdes em R. Por exemplo, sabemos J& que uma fungio contfmia num intervalo fechado e limitado

'érumx.i_ funcdo Timitada e ¢ tambem uma fungo integrdvel. A importancia de “fechado” na expressio
anterior fica clara quando pensamos na fungio

f(z) = com z €)0,1)

8] |-

Esta fungio, apesar de contfmia, nio é limitada, nem é integrével no intervalo (limitado) indicado. 9“3'
é a aparente inconsisténcia com os resultados que recorddmos acima? E que o intervalo ]0,1] ndo é
fechado.

Tendo recordado a importancia da Topologia em R passemos as definicoes emB_"; Sejam@g_
subconjunto de R™ efalum elemento de R™.

Definigdo 3.1 (Eléinento: interior a-um conjinto)

a é elemento interior a D se existe uma bola centrada em a toda contida em D, isto é, se existir ¢ > 0
tal que

B.a)C D
como no exemplo (em R?) na figura 5. O conjunto dos elementos interiores a um conjunto D chama-se

Figure 5: a é elemento interior a D (em R?)

Finterior de D” ¢ denota-se int D ou D)

Definigéo 3.2 (Elemento aderente azum conjunto)

-

do tepTe
a é ponto aderente a D se a interseccao de D com qualquer bola centrada em a for ndo vazia isto é, se

para qualquer € > 0, E——-—'[
B(a)ND £

como no exemplo (em Rzl na figura 6. O conjunto dos elementos aderentes a um conjunto D chama-se
ta_deréncia de D" ou “fecho de D"e denot;arf‘l_)_.j

Exercicio 3.1

Seja X um subconjunto de R™. Mostre que

/3{ cxcX
t
g g gt
9

Ay W'rx.;‘.!

-’

lhlj Mn Bowe '\Js l‘ﬁl(ﬂl y4 39;44"{‘ gri‘* Wl uets 4
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A bola centrada em (0,0) tem raio €.
: . 2
Figure 6: (0,0) é elemento aderente a D (em R?)
Definigao 3.3 (Conjunto Aberto)
Um conjunto, D, diz-se aberto se cada um dos seu um elemento interior ao conjunto. Tendo
em conta o exercicio acima, um conjunto aberto, D, satisfaz,
intD=D

Definicao 3.4 (Coiijunto Fechado)

Um conjunto, D, diz-se fechado se cada um dos elementos aderentes a D for um elemento de D. Tendo
em conta o exercicio acima, um conjunto fechado, D, satisfaz,

D=D

Proposigao 3.1 a € aderente a D se, e sd se, existir umtutmes___ﬂg_tcm_qs em D que convirja para
a.

Dem. Suponhamos que existe uma sucessao de termos em D, chamemos-lhe (z,), que converge para a.
Entao, por defini¢ao, para todo o € > 0, existe um inteiro positivo IV tal que

n> N = z, € B(a)

e portanto qualquer bola centrada em a contem elementos de D (jé que z, € D para qualquer n) ou seja,

a é ponto aderente a D.
Reciprocamente, suponhamos que a ¢ aderente a D). Entdo, por definicado de elemento aderente,

qualquer que seja o € > 0,

B(e)ND#0 [
Considere-se entao a sucessao €, = % Para cada inteiro positivo n ha-de existir um ponto z, € D tal que
T, € Bj (a), j4 que a é aderente a D. Obtemos assim uma sucessao de pontos (z,) em D. Vamos agora
ver que"essa sucesdo tende para a. Como, para cada n, o, € By (e) entdo, para cada n, ||z, —al| < L.
Entdo, dado & > 0, escollha-se um inteiro positivo N tal que 1 < N. Tem-se, entdo, para n > N,

lEn =l s e
" n N

ou seja (z,) converge para a, terminando a demonstra¢ao. B

Coroldrio 3.1 Um conjunto D € fechado se, e sd se, toda a sucessdo convergente de termos em D
convergir para um elemento de D.

Dem. Omitida. B

10



Proposigio
no 1.2 [/ i
2 Uma sucessdo limitada tem pelo menos uma subsuceasio convergente,

Dem. Omitida, m

Coroldrio ! i i
D tiver o 3.2 Um ”'[17"""’ D ¢ limitado ¢ fechado ae, ¢ 48 se, toda a sucessio limitada de termos em
wer uma subsucessdo convergente para um elemento de D,

Dem. Omitida, m

Definigio 3.6 (Elemento exterlor a um conjunto)
J diz-se exterior a D se for interior ao complementar de D.
Definic¢io 3.6 (Elemento fronteiro n um conjunto)

. diz-se fronteiro_a_D se for, simultincamente, aderente a D e ao complementar de D.

Voltando a importancia da Topologia no estudo das fungées, relembramos aqui o Teorema do Valor
Intermédio em R:

Teorema 3.1 Seja f contfnua num intervalo fechado e limitado [a,b]. Nestas condigdes f assume todos
os valores entre f(a) e f(b).

-~

- e
Em R™ (para m > 1) precisamos trocar iiintcrmlo’/ por [‘conjunto conexo’] para obter um tal resultado.
Damos de seguida a defini¢do de conjunto conexo depois de apresentar a defini¢do de conjuntos separados.

Definicio 3.7 (Conjuntos:Separados)

Os subconjuntos nao vazios de R™, A e B, dizem-se separados se nenhum deles contiver pontos aderentes
ao outro isto é,

ANB=10 e BNA=4¢

et

Exercicio 3.2

(i) Se A gABhsﬁo_scpamdog@ A e B sio disjuntos (isto é, a sua intersec¢do é vazia, isto é Ae B
niao tém elementos em comum)

(ii) A reciproca nio ¢é verdadeira isto ¢, existem conjuntos disjuntos que néo sdo separados. Encontrar
um exemplo ( ... a figura 6 resolve parcialmente esta questdo ... ).

Dois conjuntos serem separados é entdo “mais forte” do que serem disjuntos. De facto, para serem
separados, dois conjuntos tém que ser disjuntos mas de tal maneira que nenhum deles “toque” a aderéncia

do outro. Um conjunto conexo é entdo um conjunto que nio pode ser escrito como reunido de dois tais -

conjuntos:
Definigio 3.8 (Conjunto niio conexo),

Um subconjunto de R™, X diz-se niio conexo se existirem dois conjuntos separados A e B tais que
' T P ——a———— e e — q

—

/XaAuH

B —

4 Continuidade

A continuidade de uma fun¢io em R era a tradugdo em linguagem matemédtica da possibilidade de se
poder desenhar o gréfico dessa fungio sem levantar o ldpis do papel. Essa tradugio era conseguida &
custa das noghes de distancia/vizinhanga:

féconttaema 4% paratodo o ¢ > 0, existe § > 0 tal que [.z: € Vi(a) = [f(z) € Ve(f(a)) ]

Como conseguimos “levar para” R™ osta noglio de distdncia (o consequentemente de vizinhanga, ou bola)
entio a definigio de fungdo continua num ponto serd:

11



Wirnuipontd)

Definigio 4.1 (mﬂ;ﬁwsmm
, por defini¢ao, para toc

lo o € > 0, existir um § > 0 tal que
LBk, —_—

f ¢ continua num ponto ¢ do seu domfnio se
P I|I—all<5=>||f(x)—f(a)||<¢

m esté contida em R? com p > 1.

: Hes cuja image
o note-se que estamos agora tambem a considerar fungoes cuja g

Exemplo 4.1 g
Considere a fungio f de em R? em R® tal que, para qualquer (z1,72) € R?,

flz1,22) = (1,3, 2)

0(1,3,2)de R3. Seja entdo (a1 az) um elemento

f é entdo uma fungao constante cuja imagem é o element: : : dizer para
qualquer de R?; vamos provar que [ é continua nesse ponto. Seja ¢ > 0e velﬂmoszo _‘_1.“(‘31(1;6;) :: 0 (I; 6)
B mcso £ . 1 (ar.an) = flassag)ll < e. Como f(z1,z2) = flasoa) = (L3H = Pab'? Sy
- j& que a fungdo é constante - entao qualquer que seja o & > 0, [|(z1,22) — (a1,02

[1f(z1,z2) — f(a1,a2)|| < €. f & portanto contfnua em (a1,a2)

Definigao 4.2

Uma fungéo diz-se continua num dominio D se for continua em qualquer ponto desse dominio D
Voltando ao exemplo acima, como f é continua num elemento genérico de R?, entdo f é continua em

R2. Note-se tambem que uma argumentagao analoga permite mostrar a continuidade de qualquer funcao

constante.
Exemplo 4.2
Considere a funcio g definida em R™ e com valores em R™ dada por
g(z1,--»Tm) = (T1,-- -, Tm) (fung3o identidade)
Tome-se um elemento qualquer de R™, (a1, ..., a); Vamos provar que g é continua nesse ponto (provando
assim que é continua em R™). Dado ¢ > 0 vejamos o mﬂmq% g, lg(z1y-- -y Tm)—

gl@1,---,am)|| < €. Como g é a fungao identidade,

9(Z15---2Zm) — 9(@1,. .-, 8m) = (£1,.-+1Tm) — (81, - -, 8m)

donde
llg(z1,- - -»Tm) = g(a1,- . - am) || = [|(Z1, - -, Tm) — (@1, -+, 8m)l|

Entio basta tomar § = e:
I(z1,---»Zm) = (@1,...,8m)|| < d(=€) =
= |lg(z1,--- 1 Zm) —g(ary.ocyam)ll (= |I(x1,...,3:m) - (al,...,am)“) <€

provando assim que g é continua em (aj,...,an) € portanto em qualquer elemento de R™, j& que
(a1,---,am) é genérico em R™.

Exemplo 4.3

Considere a fun¢do h definida em R™ e com valores em R dada por

h(Ih-..,l‘m) = Il(xl,...,:c,,.)“(= \/x% +...+men)

Tome-se um elemento qualquer de R™, (a1,...,am); vamos ¢
. ) «e0y@m); provar que g é continua nesse ponto
assim que é contfnua em R™). Dado ¢ > 0, e G (Epye

’l(zlw--,xm) == h(ah---:am) l = | ||(a:1,...,:rm)” - “(ah_ ,,,am)“ '

12



Como vimos nas praticas,
0 = € vem,

I”(31,---.Im)”—”(al,...,am)nl < ||(z1,. .., 2m) = (a1,...,am)|| donde, com

”(rl""*’:m)—(01,---,%)”<6(=e) =
=>ih(mh.....’tm)—-h(al,...,am)I='“(;pl',_,‘g;m)”_||(ah___,am)|||<
<1501 Tm) — (a1, vam)l| <€

e salientando sé o que nos interessa:

"(-’51,---,3:".) —(a1y...,an)|]|<é = Ih(:r:l.,...,z'm) — h(az,-..,am) I <e
— S . B e i - PR -,
Cprovando assim que h é continua em (ay,...,a,,) e portanto em qualquer elemento de R™, j& que
(a1,-..,am) é genérico em R™.

Proposicao 4.1 Seja f uma fungdo de dominio D contido em R™ e valores em RP, e a € D. f-é
continua em a se, e s6 se, para toda a sucessdo (z,) contida em D e convergente para a, a sucessdo

(f(zn)) convirja para f(a).

Dem. Seja f continua em a e seja () uma sucessao convergente contida em D convergente para a. Dado
€ > 0 existe um § > 0 tal que, se z € D e ||z —a|| < § entdo || f(z) — f(a)|| < . Como (zn) converge para
a entdo existe um inteiro positivo N tal que ||z, — a|| < § sempre que n > N. E entéo como z, € D,
qualquer que seja o inteiro positivo n, ter-se-a tambem para n > N, ||f(zn) — f(a)|| < €, 0 que prova que

f(zn) converge para f(a).
Suponhamos agora que f nao é continua em a. Entao existe ¢ > 0 tal que, quaquer que seja o § > 0
havera pelo menos um ponto pertencente a D satisfazendo simultdneamente:

lz—all<e e |lIf(z) - fla)ll = &

Fazendo ¢, = % poderé portanto escolher-se uma sucessiao de termos em D para a (como resulta da
primeira das desigualdades acima) e tal que ( f (z,.)) nao converge para f(a) (resultando esta da segunda

desigualdade acima) o que termina a demonstracio. W
De forma sugestiva, embora um pouco imprecisa, pode dizer-se que a continuidade de f no ponto a
equivale a possibilidade de permutar os simbolos “f” e “lim":

lim f(zn) = f(limz,)

Através deste teorema e/ou de manipulagdes simples das defini¢des obtém-se os seguintes resultados
(cujas demonstragoes deixamos a cargo de quem ler estas notas):

Proposigao 4.2

~ Sejam f e g fungdes definidas num dominio D contido em R™ e com valores em RP. Seja a uma fungdo
definida em D e com valores em R. Entdo, se f, g e a s3o continuas em a € D entdo

e f+ g tambem sido continuas em a

e f-g tambem é continua em a

* af (e 1f se a(a) # 0)tambem é continua em a
Se f e g assumem valores em R, entdo

e fg tambem é continua em a

J ‘g[ ¢ continua em a, se g(a) # 0.

(Continuidade da funcio composta) Seja f uma funcio definida num domimio D contido em R™ e com
valores em R?, e g uma funcio definida num dominio D’ (que contem f(D)) e com valores em RY.
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e
— sorgof 6 ¢ontinua em a-
e Se fptcontinnaeia€D e e CONLIMIE e F(@), ento[g oL ELC i i gt
R . = g POT eXpressoes
Com estes resultados, a andlise da continuidade das l}lrlqoes dadas p
uma vez estabelecida a continuidade das sngmntc.‘q funqocs.. . & fndho q
Dado um inteiro positivo m e um i com 1 <i<m,sejapi

dada por:

e dominio R™ e valores em R

= Tj
pi(zlv"sxh"-ymm) m '
oa:(al,...,ag,...,am) de R™.Vejamos o

! st » est 50 é contfnua em qualquer pont
Vamos mostrar que esta funga q )1, Como

que quer dizer aqui | pi(Z1, ...y Tiye e+ s Tm) —pi(a1, ...y Gy 0m

= —a:)2 <
'pi(xl""‘mi""’xm)_pi(al"“’a""-eﬂm)|=I:L‘;—ag|_m_ o
= voeagiger-
S\/(xl_al)2+-..+(mi—Gi)2+-.-+(ﬂ:m—am)2=”(xhn_’wh“"l’m) (@1y-ee1Gtrenes
iyeseg0m)] < € basta tomar § = €

Entdo, dado € > 0, para se ter | pi(Z1,...,Ti- .+ Zm) — Pi(a1,...,0
pois com |[(Z1,--+»Zis- -y Zm) = (@1y+ .+, 8iy. .., Gm)|| < & vem

| pi(zry .-y Tiye ooy Tm) — Pi@1y -+ 1 By e ooy am)| S (@1seeesZigsoesTm) — (al,---aai"-"“m)” <e(=9)

provando assim que p; é continua em a e sendo este um ponto genérico de R™, entao p; € continua em
R™.

Exemplo 4.4

—

Considere a fungao

3, .2
f(z1,z2) =|arctan (-z—lﬂ)

2
11—z

que estd definida no dominio D:

D= {(.’1.'1,:1:2) | 1- I 7& 0} = R2 \ {(_11 0), (1:0)}

Esta fungao é a composta das fungoes
= 3 <

[ fop Aifongzg Ao fuogin) \i oton, ) = 422
1

e b Y

h(u) = arctan(u)
isto é
f(@1,22) = hog(z1,22)

h(u) = arctan(u) é uma fungdo continua de u. Quanto a g podemos reescrevé-la:

/2N A # <y s =(15'1(-’121-ﬂvz)):‘,‘*'(P‘a(ﬂ?h3«‘2))2
('LL&‘A?B comfimss £ Q‘J’Vfwj’] o) 1-(py (21, 22))*

Como as fungoes p; sdo continuas e a soma, produto e diviséo (sempre que a fungio no denominador nio
se anule, como é o caso) de fungdes contfnuas é uma fungéo continua, entdo g é uma fungéio continua em
D =R?\ {(-1,0),(1,0)}. Assim a composta f = h o g é uma funcdo continua em D,

E se a fun¢@o tomar valores em R™ com m > 17 Por exemplo, a fun¢éo

f(r,0) = (rcos(0),rsin(8))

com as fungdes coordenadas

Ji(r,0) = rcos(f), fa(r, 6) = rsin(6)
definida para r > 0 e 0 € [0, 2n|
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f2(7', 0) B,

fi(r,0)

Figure 7: Fungao f

93(1", 9: (P) —

Figure 8: Funcao g

ou a fungao
g(r,8,¢) = (rcos(8) sin(), 7 sin(6) sin(), r cos(p))
com as fungdes coordenadas
)] (1‘, 8, ‘P) = TCOS(Q) sin(gp), g2 (1‘, b,p)=r Sin(e) Sin(‘P): g3(r 6, 9’) = rcos(yp)

(qual é o dominio de g7) Para isso contamos com o seguinte resultado,

Proposigao 4.3 Seja f uma fungdo definida num dominio D _contido em R™ e com valores em RP. f €
continua em a € D se, e s6 se cada uma das fungdes coordenadas for continua em a,

Dem. Omitida. W
Exercicio 4.1

As fungdes f e g acima sdo continuas?
Vamos agora ver como a topologia dos dominios afecta algumas caracteristicas das fun¢des continuas
definidas nesses domfnios.

Proposigio 4.4 Seja f uma fun¢do_continua, definida em D C R™ e com valores em RP. Se D €
fechado e limitado entdo f(D) tambem € fechada e limitado.

15



g uma sucessao convergente para um
, cscolha-se um ponto Tn € D tal que
380, chamemos-lhe (Z4(n)),
) entao f(xa(n)) = Ya(n)

) tem pelo meno
(D). Para cada 1
pelo menos uma gubsuces
m D (e portanto em @

Dem. Vamos provar que qualquer sucessio em f(D
ponto de f(D). Seja entio Y, Wma subsucesno e ‘g
f(zn) = Yn. Como D ¢ limitado © fechado, (€n) tmnI A
convergente para um ponto a € D. Como f é continua €
converge para o ponto f(a) 0 que termina a demonstragao.

: . . ; m ¢ com valores
Proposigiio 4.5 Seja f uma fungdo continua, definida em D C R

entdo f(D) tambem € conero. :
50 D tambem nao é conexo.

é conexo ent !
lois conjuntos separados, At e Bf, isto é

em RP. Se D € conezo

Dem. Provaremos o contrarec{proco, ou seja se f(D) m-'io
Suponha-se entio que f(D) nao ¢ conexo. Existem entao (
At £ 0 # Bt com ATN Bt =0 = B n Al tais que

f(D) = Atu B!

t t ;
Seja A (B, respect.) o conjunto dos pontos de D que se transformam em pontos de At (B', respect )
isto é: .

Az{xEDIf(:r:)EA*} B={a:€D|f(x)€B}

= Al e analogamente para B) e AUB = D. Vamos agora ver

Entdo A e B sio ndo vazios (porque f(A)
que

ANnB=90 BNnA=0

Provaremos apenas a primeira das igualdades ji que a segunda é analoga. Seja entao a um ponto de A
aderente a B. Entio existe uma sucessdo de pontos, (zn), em B que converge para a. Pela continuidade
de f, (f(zn)) converge para f (a) € At mas como z, € B para cada n entdao f(z,) € Bt para cada

n donde o seu limite f(a) € BT isto é At N Bt # () o que é absurdo pois assumimos que At e Bt sio
separados, o que termina a demonstracao. M

5 Limite

Antes de comegarmos formalmente a falar de limites, Yecordemos.a. nogao.de-continuidade.
Dada uma funcao f definida em D C R™ e com valores.em R, f diz-se continua em a pertencente a

D se, por definicao
Zpa.ratodooe>0, existe § > 0 tal que ||z —a || < 8 = || f(z) — f(a) || <e?

Como exemplo de tais funcdes falimos da fun¢o constante, da fun¢ao identidade, da fun¢ao “norma de”,
etc. Atentemos agora ao caso da fungéo f definida em R2\ {(0,0)} e com valores em R, dada por:

Pl =L
z,y) = ———s
V2 +y?

Apesar de esta fun¢do nao estar definida em (0, 0), tem-se:

VER 4yt T iR

| f(z,y) = 0] £ Va® +y?

e assim, dado € > 0, tomando = ¢ vem

Viz=02+(-02=va2+y? <d=|f(z.,y) - 0|(< Va2 +y?) <€

de onde obtemos:

isto &,
para todo o € > 0, existe § > 0 tal que || (z,y) — (0,0)|| £ d = | f(z,y) —0| < e
gu seja apesar de a funcio r_lio estar definida no elemento (0,0), quando o argumento (z,y) se aproxima
e EO, 0) os valor:as da fungfm aproximam-se de 0 com o significado contido na expressio acima. Diz-se
entdo que a fungo tem limite no ponto (0,0). A defini¢do de limite é entdo:
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Dﬁ.ﬂﬂl&m
Seja f definida em

m . . . B
B snasimen . 2 L¥ D—CB e Owlgfgsrggp&ly. Diz-se que f Etflz g?iltg l_e_lR;P num ponto -2_6_2 se

il L L S

l para todo o € > 0—.:9'_;('"1;{;6 > Omganung;;le.sﬁ.%.lli@:.ULig

i A ————

¢ denota-ge — s
lim f(z) =1
b

Toda a fungao f, continua num ponto a, tem limite | = f(a) nesse ponto a.

Exemplo 5.1

Exemplo 5.2 (Prolongamento por continuidade)
Considere-se novamente o caso acima,
z? — 2
f(z,y) = —5——
vzit+y

Apesar da fungio nao estar definida no ponto (0,0) ela tem limite nesse ponto. Podemos assim definir

uma nova fungao: o
flz,y) = 731’7? se (z,y) # (0,0)
) 0, se (z,y) = (0,0)

Esta nova funcao f é igual a f onde f j4 estava definida, sendo portanto af continua, e é igual a 0 em

(0,0). Mas a sua definicdo em (0,0) foi feita de tal modo que f é tambem af continua. J‘ diz-se enta
um prolongamento por, continuidade de_f a0 ponto (0,0) que é um ponto aderente ao dominio de f. Em

geral, \} i

Deflnicao 5.2

Seja f definida e contfnua em D C RY" e com valores em RP. Diz-se que f é prolongével por continuidade

a um;pgﬂg/t_g,b _Eg_r;gqggen_'c_agzg P : P se t‘ekxisti;: 0 limite

(lim () D

=~ _ ) f(=), sexeD
/7(2:) B {limzu-rb f(z), se z=b 7

chama-se prolongamento por continuidade de f a b.

A fungao

Exemplo 5.3

Consideremos agora a fungao:
z? —y?
flz.y) = = e

que esté definida em R? \ {(0,0)} e assume valores em R. f é claramente uma fun¢io continua no seu
dominio (porqué?). Sera que existe o limite de f quando (z,y) tende para (0,0)? Comecemos por notar
que ao longo do eixo dos X X, ou seja em pontos de R? \ {(0,0)} da forma (z,0) se tem:

f(z,0) =1
ao passo que ao longo do eixo dos YV, isto é, em pontos de R? \ {(0,0)} da forma (0,y) se tem
- f(01 y) = '1_'
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] fio [ assume valores tao distantes
Entdao mun vizinhanga de (0,0) tio pequena quanto se (|u(.|r‘u, ln ?(':::ﬁ"mimﬂ,lha 1), entéo, com ¢ =1 ¢
ontre 8 como 1 0 =1, Em partienlar, so oxlste o limite indicado

- < §, donde
para qualquer § > 0 temeso || (§,0) - (0,0)] < doll(0,4) (0,0)]

)
s ; § 5 8 oy=0) [+ (f0,5) - [<1+1=2
2= J(5.0) - SO 1= 1 (£(5.0) =) - (JO.3) =D 1 <] (/5.0 =) 1+1UO3
ou seja 2 < 2 0 que ¢ absurdo. Entio o referido limite nao existe. ' sindd da coms
Registemos aqui alguns resultados analogos a resultados que jé vimos aquando do es
tinuidade.

] (1] . i I =
Proposiciio 5.1 Seja f uma fungdo de dominio D contido em R™ ¢ valores em R”, Gb_e D l";])”':;n fvg. ?a
| se, ¢ sé se, para toda a sucessio (zy,) contide em D e convergente para b, a sucessao (f (zn 7

para 1.
|

Proposicgho 5.2 Seja f uma fungdo de dominio D contido em R™ e valores em R?, eb € D. Designemos
por f; a j-ésima fungdo coordenada de f e sejal = (l1,...,lp) um elemento de RP. limgp f(2) =1 €,
e s6 se, limgnp fi(x) =1 (para todo 0 j =1,...,m).

|
A semelhanga do que acontecia com a continuidade, a existéncia de limite num ponto para duas

fungbes comunica-se a certas fungdes obtidas dessas:

Proposigao 5.3
)

Sejam f e g fungdes definidas num dominio D contido em R™ e com valores em RP. Seja @ uma fungdo |
definida em D e com valores em R. Entdo, se f, g e a tém limite em b € D entdo tambem tém limite, no |

ponto b, as fungoes: Hr
o f =g com limzmy(f(2) £ g) = limzns (f(2)) £ limzs (9(2)) 5’
o 1| £ com limguss || £(2) | = || limarss S @) | |

o f-gcom limgy(f(2)-g) = limzms(f(2)) - limgny (9() ;
o of (e 1 fsea(a) # 0, respect.) com limg.sp (af)(z) = limgsp a(x) limgnss f(x) ( com limzes é(z) |
g:}‘ffg{%, respect.) l'
(Limite da fungdo composta) Seja f uma fungao definida num domiinio D contido em R™ e com valores
em RP, g uma funcéo definida num domfnio D' (que contem f(D)) e com valores em R, I, € RP e
l, € RY.

o Se limzy f(2) = 1y € limgny, g(z) = lg entdo li“‘:cn—bb.‘](f(w)) = lg = limgesi, 9(2).

Exemplo 5.4
- 4

Atendendo a que :

-~y
lim ——e—e—e=0
(2u)=(0,0) /a2 4 2
e que
lim sec(u) = 1

tem-se

li cod
m o) 1
(’v")""(uaulsb ;;wi +yi o
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0 . . . . -
s limites direccionais sio limites que so tomam ao Jongo de uma recta passando pelo ponto em que se
estd a calcular o limite.

Definigiio 5.3 (Limito Direccional)

O limite direccional segundo a direccio v da fungio f no ponto a é:

lim fla+1v)
Exemplo 5.5
Considere-se a fungao
- -
f(miy) = I2+y2

Pretendemos calcular o limite desta fungéo no ponto (0,0) ao longo de uma direcgéo v cujo declive é m.
Por outras palavras pretendemos calcular o limite quando (z,y) +~ (0,0) ao longo do conjunto

Am={($1y)|y=mx e 1!7‘-‘0}
Tem-se entao:

Ty . T -mz z2-m m

—— = lim ————— = lim =
(z.9)—(0,0) T2 + y? 20+ T2 + (mz)?2 o0+ 22(14+m2) 1+m?

(z.¥)EAm

Verificamos entao que para cada inclinagdo m ter-se-4 um limite distinto. Esta fungao nao tem, portanto,
limite no ponto (0,0). Este resultado permite-nos desde j4 realgar um aspecto importante dos limites

direccionais: eles podem ser iiteis na prova de que um certo limite nao existe, como o exemplo atras
ilustra.

Sera que por outro lado, sempre que todos os limites direccionais existam e sejam iguais, entao a
fungao tem limite no ponto em estudo?

Exercicio 5.1

Estude os limites em (0, 1) das seguintes fungdes de R? em R:

1.
1, sex#0Dey=2?
f(z)—{(), se T =0ouy#a®
2.
oy
f(w)-m

6 Diferenciabilidade
6.1 Introdugao

A diferenciabilidade de uma fun¢do é uma questdo local, isto é, tem a ver com o que se passa numa
vizinhanca de um ponto.

Recordemos alguns aspectos da diferenciabilidade em R:
Quéo depressa varia a fungdo “junto” a um ponta a?
Medimos esta grandeza através do quociente

fla+h) - fla) _ fla+h)- [f(a)
at+h-a h

dito razio incremental, isto é o quociente de quanto a fungdo varia sobre quanto o argumento varia no
intervalo [a,a + h]. Obtemos assim uma grandeza cujas dimensdes sio as dimensdes da fungio f sobre

19



p— e tempo decorrido: metros
as dimensdes do argumento. Exemplo: velocldade “=" espago pc.rct:urrﬁg:?}b;m m; [ibrasia D o s 6
por segundo ou algo equivalente, km por horw, millias por hora, ete.

. y a,a+ h] com h cada vez
passa sobre o0 ponto a. Consideramos entio n razono incremental lmmq::lf-::‘:ﬂ?z[t[,u'cxiﬂtn], 1860 6, e existe
mais pequeno, ou sgja tomamos o limite quando tende para zero, Se CAL

]mfm+@~ﬂﬂ
1

hi=0

dizemos que a fungio f tem derivada no ponto a com 0 valor

fla+h)— f(a)

! _n
fa) = ;I.ERJ h

e este valor é entdo a medida de quio depressa a fungio varia sobre o ponto a.

Graficamente o que é que isto quer dizer?

O facto de a fungio f ser diferencidvel num ponto a quer dizer que po
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) - cujo declive vai ser precisamente [/(a).

Aproximar a fungdo f diferencidvel no ponto a por outras fun¢es mais simples:

Se, dada uma fungéo f, se conhecer exactamente o seu valor num ponto a assim como 0 valor. das
suas derivadas, mas sé nesse ponto, sera possfvel aproximé-la por uma fung¢ao mais simples, mais facil de

trabalhar?

demos associar uma recta

Exemplo 6.1

Por exemplo, a fungao

f(z) = sin(z)
cujo valor no ponto z = £ é bem conhecido assim como o das suas derivadas - embora numa pequena
vizinhanga de z = ¥ nao saibamos o valor exacto desta fungdo. Poderiamos aproximé-la junto a z = %
pela funcdo

9(z) = %

mas a aproximagao seria melhor se se usasse a fungao

1 V3 T
h(z) = 3 + T(m - E)

De um modo geral, se uma fungao f é diferencidvel num ponto a, entdo, como vimos no final do
capitulo sobre fé6rmula de Taylor:

ula de Teylor:
f'(“)=,li:,%f(a+h)_”“)@ (a+h)—f(a)=f’(a)-h+om

h —

onde o(h) é uma fungio que satisfaz: I s
T im 28— o {
0 h—

coloquialmente dizemos que o(h) é uma fungao que tende mais depressa para zero do que h quando b — 0.
Entdo o facto de f ser diferencivel em a exprime tambem o facto de f ser “bem™ aproximada’por uma
constante mais uma fungao linear no afastamento h em relagéo ao ponto aonde os valores da f e da sua
derivada sao conhecidos. Por outras palavras, a diferenca

fla+h) - f(a)

é bem aproximada por
f'(a)-h

que é uma aplicagdo linear em h.
R_ecordemos aqui que uma aplicagdo linear, L, (tambem conhecida por transformacaa.linear) é uma
fung@o entre espagos lineares, V3, V3 (tambem conhecidos por espagos vectoriais),

CLVi—n D
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e T——
“satisfazendo ¢ ) .
e ) he Y
Lu +w) = L(u) + L(w) e L(ou) = aL(u) para todos os u,w € V;, ea €R

Coxn9 sabemos da Algebra Linear, uma aplicagdo linear, L, fica univocamente representada por uma
matriz desde que se fixem bases nos espacos lineares V] e 4.0s espacos lineares que nos vio interessar
de seguida séio os R™ juntamente com as bases ditas canénicas, cujos elementos sio:

e1=(L,0,0,...,0), e;=(0,1,0,...,0), ... ,em=(0,0,0,...,1)

Em particular, as transformagdes lineares de R em R tém a forma

C T()=cz )
onde ¢ nma&étar@

O que ¢ entdo a diferenciabilidade em R™? B

Se a fungdo em estudo, f, tem por dominio um subconjunto de R™ entdo NAO faz sentido escrever
ﬂ“—“‘;.tim porque h € R™ e a divisdo NAO est4 definida em R™, logo tambem n#o fara sentido tomar
o limite daquela razdo incremental quando o h tende para zero. No entanto como vimos atras, hd uma
condigé@o equivalente a existéncia desse limite que € existir uma aplicagao linear, f’(a), e uma funco que
tende para zero mais depressa que h quando h tende para zero que tornam verdadeira a igualdade:

(ML) = f(a)+ f'(a) - A+ o(|h)), em que % — 0, quando h ++ 0

Definimos, entéo, diferenciabilidade em R™

—

[Definigio 6:1 (Eiffi‘i’iciﬂ’_i!idﬂde)ﬁ

Seja f definida em D C R™ e com valores em RP. Diz-se que_f ¢é diferencidvel em a € D se existir uma
aplicacao linear L, e uma funcio o(||k||) quando k +» 0 para as quais se ton::

pe=s

fla+h) = f(a) + La(h) +o([[h]]),  em que % 5 (0,0,...,0), quando [[A]| — 0

p zeros

A aplicagido linear L, chama-se aplicagao linear derivada de f em a que tambem se costuma denotar

por
f'(a)
Exemplo 6.2
k! 1. Fungéo identidade)
T R A f:R™ — R™

tal que f(z) = z, para todo o € R™. Vamos mostrar que esta fungéo ¢ diferenciavel num ponto a € R™,

tentando escrever a diferenga f(a+ h) — f(a) A custa de uma aplicagdo linear calculada em h € R™ mais
um o pequeno de ||h|[:

fla+h)—f@)=a+h—a=h=(h,...,hp) ="
onde os h;’s 530 as coordenadas de h na base canénica de R™,
10
01

LR == (=]

o= (h1y..y hm) +(0,...,0)

Il
+
—_
L
o
~—
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i natriz
Entdo, L, ¢ representada, na base candnica, pela 1

1 0 ... 0
o1 .. 0
o0 ... 1
e a fungdo o(||h||) é a fungio constante (0,0,...,0). De facto,
(0101-.-y0)_ 0 0 0 =(0,0,... 0) — (0,0,...,0)
T [ R SRR 7 A TS

Assim, obtivémos

fla+h) = f(a) + La(h) + o(|[Al])

onde L, &, fixadas a base canénica em R™, representada pela matriz

1 0 ... 0
01 ... 0
0 0 1

o(|[r]]) = (0,0,...,0)
Entao, a funcao identidade f(z) = z é diferencidvel em qualquer ponto a de R™ sendo a aplicagao linear
derivada nesse ponto a representada pela matriz acima (matriz identidade) fixada a base canénica em
R™
L2. Funcao constar@ Seja b = (b1,...,bp) um elemento de R? e considere-se a fun¢ao

g:R™ — RP
dada por
g(z) =b

Vamos averiguar se g é diferencidvel num ponto a € R™. Seja entdo h € R™. Tem-se:

00 ...

00 ... g h
g(a+h)-g(a)=b—b=(0,0,...,0)=(0,0,...,0)+(0,0,...,0)= aih g ] ; : +(0,0,...,0)

~ " " - > o N - : s % . b N ,
p zeros p zeros p zeros 1 R 0 hm P Zeros

(onde a matriz acima é a matriz cujas entradas sio todas nulas) e portanto conseguimos obter
g(a+h) = g(a) + La(h) + o(||]])

e portanto g ¢ diferencidvel em a. Como a é um ponto qualquer de R™, entéo g é diferencidvel em qualquer
ponto a em R™ sendo a aplicagdo linear derivada nesse ponto a representada pela matriz identicamente
nula, fixadas as bases candnicas em R™ e RP,

{3. Fungges “projeccao”} Dado i tal que 1 < i < m, considere-se a funcgéo:

Di :R™ — R
dada por
pi(Z1,. . Tm) = 24
Dado um ponto a em R™ e h em R™, tem-se:
pi(a+ h) _pi(a) = pi(al +h1yeentm + hm) - pg(al) =ai+hi—a;=h;=
h

=(0 0 .. 0 "™ o .. o) |0
et
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q}m, com considera¢des analogas As dos exercfclos anteriores nos lova n concluir que p; ¢ uma fungdo
diferencidvel em qualquer ponto a de R™, sendo a aplieagio linear derivada em cada ponto a representada

pela matriz
i=dsima
(0 0 ... 0 1 0 .. 0)

fixadas as bases candnicas em R™ ¢ em R,
4. Considere-se

f:R?—R
dada por
fl@,y) = 2® +
Dado um ponto (ay,az) em R? e (hy, hz) em R?, tem-se:

F((ar,az) + (R, ha)) = f((a1,02)) = f((ar + Ma2+ ha)) - f((a1,02)) =

= (a1 + h1)? + (ag + ha)? — (a} +a3) = af + 201k + h? + a3 + 2azha + h2 —a}—-aj =

h
=2a1h + h'f + 2ashq + hg = 2a,hy + 2azh2 + hf + h% = (261 202) (h;) + h? + h%

e argumentando como atréds sé nos falta ver que h? 4+ h3 é um o-pequeno de h quando ||k|| tende para

Zero: ’2+’2 ’2+'2
21 Ln_—_-__ll_!'n_.:‘/flz-}-ha: hll — 0
Ml AT+ R P+ha = (IS

e portanto f ¢ diferencidvel em qualquer (a1,az) em R?, sendo a aplicagio linear derivada num tal ponto
(@1, a2) representada pela matriz

(2a;  2a3)

L 4
fixadas as bases canénicas em R? e R. Note-se que este ¢ o primeiro destes quatro exemplos em que
a aplicagdo linear derivada varia de ponto para ponto; nos primeiros trés exemplos a aplica¢ao linear
derivada era constante, era sempre a mesma independentemente do ponto onde estivesse a ser calculada.

(-]
Proposigio 6.1 Seja f definide em D C R™ e com valores em R?, f € diferencidvel em a € D se, € s6
se, cada uma das suas fungoes coordenadas for diferencidvel em a. :

Dem. Omitida. H

6.2 Derivadas direccionais; derivadas parciais

]
Seja f definida em D C R™ e com valores em R, seja a um ponto de D e seja v um vector de R™.

Definigao 6.2 kDerivada de f em a segundo v—))

Se existir o limite: — .
l lim f(a+tv) = f(a)
T R T

designa-se por derivada de f em a segundo v e denota-se:

D,f(a) _ou fli(a) ou %{-(Qj

Se v na defini¢ao acima for um vect

itdrio, isto & ||v]| = 1, entdo a derivada de f em a segundo v
f:hama-se derivada direccional de f em a, na direcgio @ sentido de v. A derivada direccional pode
interpretar-se como uma “taxa média de varingiio de f por unidade de comprimento”.

Exemplo 6.3



Considere-se a funcio
flx,y) ==y
e calculemos a derivada de f em (a,b) segundo um vector v = (o, 8). Tem-se:

a - a 2 - 35
Dia.s1f(@,8) = lim £ w5)+‘(0.;'1)) f((@.b) _ i (0210 (b:- t3) - a® _

— lim (@7 200 + ?a?)(b +13) —a%b _ lim -0+ 2taba + bt%a? + a’t3 + 2#%ada + btJa? —a% _
24+ a2 : 33,2
= i 2tnbu+bt"’a +a td+2t:03'll+bt 50 = %aba +aﬁd+ lim(b‘(la +2f('l,dﬂ+ N?ﬁnﬂ) =
30 t t—0
= 2aba + o33
Em particular, fazendo v = (1,0) e depois v = (0,1), obtemas as derivadas direccionais segundo os eixos
dos XX edos YY:
A MJ, - :)[.i‘ D10)f(a,b) =2ab-1+a-0 = 2ab Dioyyf(a,b) =2ab-0+a2-1 = a?
I 7 N (wm\ﬁks derivadas direcionais segundo os vectores unitarios na direccio e sentido dos eixos, tém um nome
T 8 Mt £special; chamam-se derivadas parciais segundo o eixo em questdo:

docdy ™
o " "'7.‘::‘ Definicao 6.3 I(Derivadas parciais de f em a)| A derivada direccional de f ema € 5 segundo o
| o vector unitdrio na direc¢do e sentido do i-ésimo eizo
M}“ =
feg
& %

coordenado chama-se “derivada parcial de f em
rl a em ordem a z;". A notagdo ¢:

€, por definigdo:

o~

i—ésima

onde e; = (0,0,...,0, 1 ,0,...,0)
Exemplo 6.4

1. Consideremos a funcio
f(z,y) = 2* + sin(zy)
Calcular Bf( :
oz »

corresponde a considerar a fun¢io

¢(z) = f(z,b) = 2? + sin(bx)

averiguar se esta funcao de z ¢ diferenciavel, em caso afirmativo, derivi-la em ordem ao z e caleular para
z=a:
¢'(x) = 2z + beos(bz)
!
donde of i
ax""
Analogamente,

g—i(a, b) = acos(ba)
2. Considere-se a funcio
f(r,8) = (r cos(8), rsin(6))

24



portanto com as fungdes coordenadas

fi(r,0) = rcos(d), e  fa(r,0) =rsin(0)

Tem-se:
% = cos(f) -ﬁ- = —rsin(f)
% = sin(6) f2 = rcos(f)

6.3 Implicagdes da diferenciabilidade; conex@o com as derivadas direccionais
Recordemos que se f ¢ diferencidvel em a isso quer dizer que existe uma aplicagéo linear Lq tal que

f(a+h) = f(a) + La(R) + o(|[Al])

Proposicio 6.2 [Senféudiferencidvel em a € D; entao

e [ € continua em a;
e para todo o v em R™ \ {(0,...,0)}, eziste D, f(¢
Dem. Sendo f diferenciivel em a, entdo existe uma aplicagdo linear L, tal que

f(a+h) = f(a) + La(k) + o([|Al]) quando ||k|| tende para zero

e tomando limites quando ||k|| — 0 obtem-se:

lim fla+A)= lm (£(@)+La(h) +oflIhID) = f(@)+ Jim (La(B) +oflIAID) =

|lh]||—0

. porque uma aplicagio linear é continua em qualquer ponto e aplica o vector de coordenadas todas
nulas no vector de coordenadas todas nulas ...

= fla)+ Jim (oflIhlD) = f(a)
... em consequéncia da defini¢do de o(||k|[), e portanto, f é continua em a.
Seja agora v em R™ \ {(0,...,0)}; tem-se:
fla+tv) = f(a) = La(tv) + o(|[to]]) =

trocando h por tv na expressao de diferenciabilidade, e

o(lltvl])

"=tLﬂ( )+t” “ t” I

porque L, é uma aplicagdo linear, donde:

o Lettt) 5 (@) o [tw]) oflltw]l)
2% t (L()+II Ul =4 ”) La(2) + fim |lol| =72 = La(v)

por defini¢ao de o-pequeno. Portanto

D, f(a) = La(v)

e, portanto, existe. W

-]

Coroldrio 6.1 Dada f definida em D C R™ e com valores @WMMBH—&E-D_M}_

a aplicagdo linear L, € tinica. Fizadas as bases candnicas em R™ e RP, L, € representada pela matriz:

) @ .. #
5&0) m%(a) F,,é(a)

AR . 0% o)

M=

25



. : & ste ©
Dem. Se f ¢ diferencidvel em a entho D, f(a) existo ¢

Ia,.(’U) = Duf("‘)

i epresenta L, tem
-a"p}v a matriz que rep a

logo Lqa ¢ Winica. Fixadas as bases candnicas {€1,- -+ em} © {en
por colunas p
anl ("’) N ((l)
i an?(a) U&l(a)
La(ey) = y = :

i) \%e()
[ |

Observagao 6.1

1. A matri
matriz %ﬁ-(a) gﬁ(a) . z%bﬂ_( a)
M!S = 3?[(0') %ﬂ(a) e me (a)

ar or S
Eé’l-(a) Fi%(a) i E{ﬁ(a)
chama-se a natriz/jacobiana ou simplesmenteljacobiana de /. no-ponto.a:

2. No caso p = 1, em que a matriz jacobiana se reduz a uma linha, esta é conhecida por gradiente
com a seguinte notagao: W 1

v5(e) = (g—f a),...,(,J,‘fl,—’;(a))k

A matriz jacobiana de f em a é a matriz cujas entradas sao as derivadas parciais de f em a na maneira
acima explicitada. Se f é diferencidvel em a entéo o cdlculo das derivadas de f em a segundo uma
direc¢do v fica muito simplificado pois, pela Proposigao 6.2, esse valor é dado pelo célculo da aplicagao
linear derivada em a no vector v, ou seja, fixadas as bases canénicas, pelo produto matricial da jacobiana
de f em a pelo vector coluna v. Escusa-se assim de ter que usar a definigiio de derivada segundo uma
direc¢ao v que implicaria ter de calcular um limite que, como j4 é da nossa experiéncia, pode ser bastante

complicado.

Observacgao 6.2

6.4 OQutras implicacoes da diferenciabilidade

Proposicdo 6.3 Seja f e g fungées definidas em D C R™ e com valores em RP.

e Se f e g sdo diferencidveis em a € D entdo f+ g tembem € diferencidvel em a e a matriz jacobiana
f+g ema ¢ a soma das jacobianas de f e de g no ponto a

a
e Se o é um nimero real, entdo af ¢ diferencidvel no ponto a € D e a jacobiana de af no ponto a
obtem-se da jacobiana de f no ponto a multiplicando todas as entradas desta por c.

Dem. Sejam f e g nas condigbes da proposigdo. Tem-se:

fla+h) = f(a)+ f'(a)(h) + o(||hl])
gla+ h) = g(a) + ¢'(a)(h) + o(|[hll)

e somando ordenadamente obtemos,

(f +9)(a+h) = (F +9)(a) + ['(@)() + g'(@)(h) + of| 1]} + o(l[hl]) = (F +9)(@) + La(h) + o(lIkl])
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jd que a s
j 1q a soma de o-pequenos ¢ outra vez um o-pequeno e a soma de aplicagies lineares & outra vez uma
aplicagio linear. Assim

f'(a)(h) + g'(a)(h) = La(h) = (f + g)'(a)(h)

¢ port‘nnt.o J + g é diferencidvel em a e a sua jacobiana é a soma das jacobianas de f e de g em a.
Seja agora a um niimero real. Se f ¢é diferencidvel em a,

fla+h) = f(a)+ f'(a)(h) +o(I[~]])

e multiplicando ambos os lados por a,

af(a+h) = af(a) + af'(a)(h) + ao(llAl])
ou seja
(@f)(a+h) = (af)(a) + af (a)(R) + o(lIAl])

ja que o-pequeno multiplicado por constante é outra vez um o-pequeno. Tambem porque aplicagao linear
multiplicada por constante é outra vez uma aplicagdo linear entao (af) é diferencidvel em a e a sua
jacobiana obtem-se da jacobiana de f em a multiplicando todos os elementos de matriz desta por a. B

Proposigao 6.4 Seja g uma fungdo definida em D C R™, com valores em R?, diferencidvel em a € D
e seja f uma fungdo definidas em g(D) C E C R?, com valores em RY e diferencidvel em g(a) =b € E.
Entdo f o g € diferencidvel em a e

—

GooV@=rl@Nod@ | ———

Decorre deste resultado que as l‘acobial_l_as,destas fungdes se relacionam da seguinte forma:

e S —

Dem. Omitida W )

og _ af
M,{ ? —Mg(a)Mg 4

p—

e explicitando algumas entradas destas matrizes:

eth(q) Hpoh(a) ... (o)
agf:lg!z(a) Q%%?ﬁ(a) ﬂa%(a)

M= "
3(!:!:.)2(a) a(f::')g(a) BU:::)E(G)
i(g(a)) 8L(9(a)) .- BR(9(a))\ [BL(a) $B(a) ... £(a)
| S G - (o) | [ 32(a) $2(a) ... 2E ()
'?rie(.i;(a)) ?E{s(é(an Ségcé(a)) %%%(a) 2z(a) -... gf,;é(a)

Em particular, para cada i em {1,2,...,q} e para cada j em {1,2,...,m}, tem-se

B(fog)i, \ _ w 8fi Ogx
T(ﬂ) — 2 Dy (9(0))5_;(0)

Proposi¢ao 6.5 Sejam f e g fungdes reais, isto é, definidas num dominio D C R™ e com valores em
[ e ——— S g S Y Ty T AT s

. ]R: \Se f e g sdo diferencidveis em a € D entdo o produto fg tambem € diferencidvel em a e

| (7a) (@) = sta)@) + f@)gta) |

Dem. Omitida W
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' ddvel em @ €
L tambem ¢ rhfcn:m.mucl er
]

Se, além disso, g(a) # 0, entdo

£\ gta!te) - )
(-ﬂ-) ) (o(@)’

Coroldrio 6.2

Dem. Omitida B

Exemplo 6.5 f

Seja f definida em R?\ {(1,0)} dada por

f(;v,y) = i-iu \ (mi__ 1)2 + U}))

f ¢ diferencidvel se e s6 se as suas funcdes coordenadas forem diferencidveis.

@m,y) =£i’2j = (h.g o hl)(mly)
7

Consideremos: ,_/1 .
_{_’i}_(z.),y 2z + y2 ﬂ=_.2p1 (32, y)_ + (p2 (.’E, y))

Como as fungdes projeccao sio fungdes diferencidveis e somas ¢ produtos de fungdes reais diferencidveis
sao funcoes diferencidveis, entao h; é uma funcao diferenciavel no seu dominio. Consideremos agora

thiz”——-ﬁ

e

que é uma fungéo diferencidvel (cf. Analise Matematica I). Como a composta de fungoes diferencidveis é
uma funcdo diferencidvel, entdo f1 = hz o hy é uma funcao diferenciavel. Consideremos agora a segunda

'ﬁfrrg‘é; coordenada: 2
@(x - (f;)zlf - (»s(=, y)z-— 1)
@ ¥ (mey) -1) +p(@)?

Novamente, as funcdes projecgio sao diferencidveis. Produtos de fungoes reais diferencidveis sdo fungoes
diferencidveis; somas de funcoes diferencidveis sdo fungdes diferencidveis. Logo o numerador e o de-
nominador da fracgdo em questdo sdo fungoes diferencidveis. Finalmente, o quociente de fungoes reais
diferencidveis é diferencivel em todos os pontos onde o denominador néo se anula. Entdo f é uma
funcio diferencivel no seu dominio. Finalmente, f & diferenciavel no seu dominio porque as suas fungées
coordenadas sao fungoes diferencidveis.

6.5 Um critério de diferenciabilidade

' P PO NG T Tera 55 T e YRy o e g L L O e o S S —— T
=f -0 facto de existirem as derivadas parciais de uma fun¢éo num ponto @ : ‘que ela seja'diferenbiiizef]
“nesse pgnto:"_'"": uimcond . o 7 o S R e s v R e g S Py AT TR — * 7o) g

Exemplo 6.6

Considere-se
|
) 1, sez#0ey==x .
0, sex=00uy#w
As derivadas parciais em (0, 0) sdo:

of £((0,0) +(1,0)) - £(0,0) -
e 010 —_ = i 1 1 T f((t,O)) 0 T 0 i
s 0~ Paalfilix iy Tprckpa - e sacld - Dhey

= t t—0 t

t—0 1
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y

mas f ndo é continua em (0,0) pois

lim T =0 ; } § e
R R

No entanto:

L{e,_seluma_fﬁhqao_nao ¢ continua nim ponto entdo tamber nao ¢ diferencisvel nesse pontd) (6.2). ]

Proposigio 6.6 Seja f definida em D C R™ e com valores em RP ¢ a € D. Se para todo o i em
{1,...,m} e para todo 0 j em {1,...,p}, as funcées

]
8:1:.-
forem continuas em a entdo [ € diferencidvel em a.

Dem. Omitida. W
Assim uma maneira alternativa de averiguarmos se uma funcfo é diferencidvel num ponto.a-é-verifi-

carmos se as derivadas parciais sao funcoes continuas nesse ponto.a.

Exemplo 6.7

Considere-se a fungao: ..
7(@,) = (& cos(y), y*sin(a))
que tem por fun¢des coordenadas as fungélej_) H

filz,y) = z? cos(y), e fao(z,y) = y*sin(x)
As derivadas parciais sao:  —— —=

% =qr2:r:cos(y); ! _ﬁ%‘fl = —z? Sm(y? "

- - - = a -

% - y2 cos(z); f2 = 2y sm(x) 1

As derivadas parciais sdo entao fungoes continuas (porque?) de (z,y), logo f é uma fungao diferenciivel
em qualquer (z,y) de R2.

Como estas fungdes derivadas parciais sdo diferencidveis (porqué?) podemos calcular as suas derivadas
parciais. Calculemos, entdo, as derivadas parciais de %% e de %61:

2
9 fx( g (%J;l)( zy) = o (2$cos(y))=2cos(y)
) i)
B Ba:g,l( )= 63:(3);)( geld )""(%(-—a: sin(y)) = —2wsin(y)
62
) = 35 (37) 0 = 5 G ct) = sty

e = g () = (-t sn) = -+ el)

Note-se que g—é’—y(z,y —é‘-(.'c, y). Serd que sempre acontece?

——

Proposicao 6. 7|£Schwartzi Seja f definida em D c R™
parciais de 2a. ordem de f forem fungées continuas em a

2]
e comn valores em RP ea € D. Se as derivadas
entdo

—

8 fi 0? SO
Oz;0x; a)'s Oz 0x; (a)

Dem. Omitida M
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icos da diferenciabilidade

»
7 Aspectos geométr . _
P - uma fungao ser diferencidvel num

in associada a0 facto de

Nesta secgio abordaremos alguma geometr o
ltados auxiliares.

ponto. Comegamos por estabelecer alguns resu

nto;
e . a racel ando_por um ponto;
- " Recta perpendicular a uma direcgao_e passallQO s, o

rz-._]-— mn—rx-n—l.——-'l—-ufs—vum-uw,_—mm : "f o e ‘&_‘ [IO pOI_. ulan’n_tL.g:

plano_perpendicular a uma direcgao e passanc

7.1.1 |Recta perpendicular a uma direcgao e passando por U_,,"_‘,APM

LE‘}_‘BE‘ a recta perpendicular ao vector de coordenadas (v1,v2) € passando pelo ponto
de pontos de coordenadas (z;,x3) tais que os vectores

(29, z9) é 0 conjunto

(z1 — 29,33 — 23 e (v1,v2)

sdo ortogonais (ver Figura 9: Isto equivale a exigir que o produto interno destes dois vectores $¢ja nulo:
e m———

(v1, v3)

Figure 9: Recta perpendicular ao vector (v1,vs) e passando pelo ponto (z9,z9)

o —‘\——-—‘__
(z1 — 23,2 — 29) - (v1,v2) =0

que podemos tambem escrever na forma:

(z1 — 2Y)v1 + (22 — 22)va =0

ou

m "
Tog = ——1T1 + a:g = -—-a:?
Va2 ()
/
7.1.2 \Plano perpendicular a uma direc¢ao e passando por um ponto

e
|Em R:3, o plano perpendicular ao vector de coordergadns (v1,v2,v3) ¢ passando pelo ponto (29,29, 23) é
o conjunto de pontos de coordenadas (z;,z2,23) tais que os vectores
0
(z1 — 21,22 - -’Eg:ﬂ?ﬂ = wg) e (U11U2|'U3)

sao ortogonais (ver Figura 10. Isto equivale a exigir que o produto interno destes dois vectores seja nulo:
cat LA 1S S3 selanuio:

(27 = m?,mg - wg,ma - :rg) . (Ulav21v3) = 0/

)

que podemos tambem escrever na forma:

(@ = 28)01 + (72 — 23)ve + (23 — 23w = 0

ou
n 2 v
23 = == — =@ + 2 + —a + —0
U3 vy : V3 V3

an



(v1, 2, v3)

Figure 10: Plano perpendicular ao vector (vy,vz,v3) e passando pelo ponto (29,29,23)

7.1.3 Hiperplano perpendicular a uma direcgao e _;Esando_ por um ponto.

Repetindo a abordagem atr3s feita, fica claro que, fm R™, se define ofliipérplano ortogonal a uma direccao
:c; ;

ge deline Oy
1.2, - - -, Uy € passando por um ponto (3,3, ..-,Zy,) como o conjunto dos pontos (z1,Z2,-.-Tm) tal

que —— =
]ixl — 20,20 — 23, Tm — 7)< V1,2, -, Um) =0

que podemos tambem escrever na forma:

(z1 — 221 + (22 — 2)v2 + - + (Tm — Tp,)Um =0

ou
Uy U2 Um—1 U1 U2
T =——2IT) ——T2 — """ — :zm_1+2:9,,+—:t:?+—a:g+---+
Um Um Um Um Um

Um-—1
m Io

m—1

7.2 Fungoes diferencidveis, gradiente e hipersuperficies de nivel

Seja f uma fungio real diferencidvel num ponto a interior ao seu dominio. Qual’a"diréc¢an em. que nos
@ejféﬁé?sfa.fastar\dq-g'dq;u}qdp-a,'-!ocalgneiltq,jsentirmos"a’ﬁlhiorlﬁﬁfiai}ﬁﬁ_fdé J? Ou seja qual é o vector
unitrio v que maximiza o médulo da derivada direccional de fem a? Ja que f é difereniciivel em a
tem-se:

1D.£(@)| = 197(a) -l = IV 1@ o] cos (Vf(a),v)l = IV (@)l cos (w(a),v)l

/ .

onde, (V f(a),v !:representa o menor angulo entre V f(a) e y. Coma o valor maximo:de | cosal ocorre

‘para 'é; -%{‘E»I : f; entéo, maximizar esta derivada direccionaliequivale oy
T i . ve VO 1 g e | b o]+ e
/e VSl yyi gt ey T :

Por outro lado, efi%{ie diréegao nos deveriamos afastar dea-de-moto n;-localiiiente; o sentiFmio y
g W)y s b g b Ao My <Ll m ) mos

variagiodé f7 Desta vez, pretendemos anular a derivada direccional, donde, -

0= |Dyf(a)] = --- = [|Vf(a)ll| cos (w(a).v)t

donde, devemos tomar aqui, (I GFtOgoNAl'EV S (4

T
3
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. dominio, D, e que nesse dominio
iferenci sentido v, 80 longo do qual nos

a ossa funcdo f éd I
Suponhamos entao que a n ; s direcodn. 8 ) s
nés ErI::tendemos encontrar os pontos @ luntm':{entfentirmos mrianﬁo”de A equagio que pretende
localmente, nao *
devemos afastar de a de forma a,
resolver aqui ¢

cos (Vf(a): ”) =

os pontos a ond

4vel num certo

e a funcéo é diferencidvel juntamente

A resolugdo desta equagdo da-nos, mais uma Vvez, 7o sentirmos, localmente,

com o vector unitario v, a0 longo do qual nos devemos _gfastml' d;a a deu?(:g::; l::sses pontos a € que, em
. -~ e m——— »q-,-—wm:i-—gv-—f—ﬁ_"-f : in 185 OF

variacio de f. Selo’dominio de-f-esta.contido em-R*, as q vel de.q. A restrigio de f & uma

a um desses pontos a, sao tangentes aos v, chamam-se_ .,. — 5
cad B ’ g . e f esta contidoom RY obtemos as chamadas

dessas linhas origina uma funcéo constante. Se.o'dominio’d e Rtiea b
superficies de nivel. [S¢'6 dominio de"f @sta contido em R wmmdns.lums,n_,—-

Note-se que em cada uma destas hipersuper
ortogonal a esta hipersuperficie em a.

ficies de nivel, o gradiente de f em a é

Exercicio 7.1

Quais sao as linhas de nivel da a0 f(z,y) = 2? + y*?
E da fungéo g(z,y) = m-}w?

7.3 Hiperplano tangente e direcgio ortogonal ao grifico de uma fungao f
num ponto a, f(a)

Comecemos por considerar uma fungio f definida num domfnio D contido em R? e com valores em R.
Suponhamos ainda que f é diferencidvel num ponto (zy,yo) do interior de D. ‘Na Pgura. 11) esbogamos
uma tal situagio introduzindo tambem uma porgao do plano tangente ao grifico dc J assim como um
vector ortogonal ao grafico de f no ponto (o, yo, f(2o,¥0)). (O gréfica’de f é formado pelos pontos
p(zyyy2) onde 2’= f(z,y)! Assim podemos considerar a fungio g(@y;2) ="F(Z,§) =& e desta maneira o
grifico de f passa.a ser.a superficie.de nivel da funcdo. g onde esta assume o valor constante.zero. Entéo,
wndirecciorortogonaltao grifico de fino ponto de (Zo,yo, f(Zo,¥o0)) é o gradiente da-fincio; g 16 PoLtd
(%0: vos f (20, Y0)):

Vo(eo,to S (o,10) = (G2 (e0 30 (e, 10, 520, o, ), 3 oo, ) =
= (g(a’myo)!%(mmyﬂ)r_li)

Assim, @ plano fangente as grafico de fno pontol (@6, yo; (%5, 70)) ¢, de acordo com os resultados de
uma subsec¢iio anterior,

z = f(xg,y0) + (z - mo)%(-’vo, Yo) + (v - yo)g—';(i'myo)

Analogamente, se f estd definida filiii/dom{nio D contido em:R% e ¢ diferencidvel em (29, 23,.:+,28)
ertencente ao interior de D, enta irecca w0 .0 i
E pls p:(x)r(:a o interior de D, entéo, a direcgao ortogonal ao grafico de f no ponto (2%, 2840 0 s 00 (2 ad;

8F ;o0 .0 oy Of 0 .0 of
(_8?1'(:1:112721-“1-'5"])'8__‘1:2(3"113:2:-.-|:l:?"),..‘,m(mg,m?n|,._‘wa‘)'—l')

W )|

e o'hiperplanio tangenteao gréficode frio ponto (xfiwf, -\, %) (&9 &80 39) 6 dado pela expressio;

it F{0. 20 0 Of
Tm+1 = f(z],23,...,2%) + (2, —m?)m(m?,mg‘,,,'mgn) + (g —m‘g’)%ﬁ(a:?.m&...t:cﬂ.) i

6 .
v (T — w?rl)'gi-(m?tmg" o ,-‘B?,,)



f (o, wo)

($0) yO)

X
Plano tangente ao grafico de f e vector ortogonal ao gréfico de f no ponto (z0, yo, f(z0,¥0))
8 Foérmula de Taylor

Seja f uma fungao real, isto é ,\f définida’em D- 'C'R™ e com valores em R e[@ i Ponto interior a.L onde
"existein todas as derivadas;parciaiside’f até uma certa ordeml. SelU=i2, podemos escrever (porqué?):

fla+h) = f(a) + (k- V) f(a) + o(||hll)
em que encaramos
(h . V) f(a)
como a fungao que resulta da operagao (h- V) em f, posteriormente calculada em a. Vejamos entdo mais
explicitamente o que ¢ essa operagao de (h+ V) em f quando m = 2:

~ 3 d o of af
iD= m)-(& &)= (mp 5z +hagy) = (Mg +hagy) =
e portanto o o
e (g L m3h)@ = mGhe +hgl
Sel'=3 entéio obtemos
fla+h) = fla)+ (h-V)f(a) + 3 (" V)*£(a) + ol |IAl1?)

onde

2
(h-9)*f = (h,—-+h3;)y)f (h,a +hg§)(h1§ +hag )=

e (hl}% i "’3'&%') ("1'5" + ’Wg;‘) = hxao (hlgf + haai) + ha g ( __._f_ + hzé—;—ﬁ-) a
83f

af af 9? f
— J 2
_Iclm-i+’llllzm+hal 0 o +h-3
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... j4 que hy e hp séo constantes ...

2
O oo L 13L
cae = h?-a'—a:i + 2’l]hzazay + i'2 ayz
usando Schwartz na tltima igualdade. Entéao:
0% f
1 1,,0%f f . 13290
3 (h V)*f(a) = 'ih:f@(a) +hlhzaxay(a) +5ha 3yz( )

i rs 5 10)
Pode-se mostrar que se existem as derivadas parcials de f até & ordem [ + 1, enta

fla+h) = f(a)+ (k- V) f(a) + %(h V) fla)+- -+ %(h V)" f(a) + o(IRII")

8.1 Aplicagao ao estudo de extremos

-1, a
{ 3( ,S‘D g & U"‘h“ | =

Definicdo 8.1 2
Seja if uma funcao real, isto é,[f definida’em D C R™ e com yalores em R. f tem um minimo no ponto
a € D se existir uma vizinhanga de a,(B.(a) tal que para todo 0.z g_,@,(a)l,f(z)-z.f(a)

Analogamente se diz que f tem maximo em a € D se existir uma vizinhanga de a, B.(a) tal que para

todo o = € Be(a), f(z) < f(a)-
Minimos e maximos de uma funcio designam-se por extremos dessa fungao.

Proposigio 8.1 Seja f definida em D C R™ e com valores em R e diferencidvel num ponto a € D. Se
ocorre um extremo de f em a entdo, para todo o v # (0,0,...,0) a derivada de f segundo v em a é nula:

D,f(a) =0
Dem. Dado v # (0,0,...,0), considere-se a fungao real de varidvel real dada por
g(t) = fla+1tv)

g é diferenciavel (porqué?) em particular para t = 0. Porque f tem extremo em a, g tem extremo em
= 0. Entdo (cf. Andlise Matematica I) a derivada de g em ¢ = 0 € nula:

i S0 =0 _ o flat )= f@) o

.t
0=g'(0) = lim ==—4 by t—0

ou seja, para todo o v # (0,0,...,0)
D,f(a)=0

Coroldrio 8.1 Em particular,
Vf(a) = (0,0,...,0)

Dem. Omitida. B

Definicao 8.2

Seja f definida em D C R™, com valores em R e diferencidvel num ponto a € D. Se

[ V@) =00,..,0 ]
Lgltﬁo a diz-se um ponto de estacionariedade de‘jt

Definicao 8.3

2A



Seja f definida em D m

esia,cionariedade de f, nc dﬁii ;o(::lll\l 1:’::‘?«:0?1 m"l]R g lasienl tuh o & & 0; T hio g
4 A} ~ 4 n

dois pontos ,y € B(a) tais que f(x) > 1(a) :r‘ja(;)r- existic uma vizinhanga de a, B,(a), e pelo menos

Exemplo 8.1
'

fz,y) = a4 yz

. Esta f}lllqﬁfi ¢ claramente nao negativa e assume o valor zero em (0,0). Entdo f tem mfnimo em (0,0).
Ssse mfnimo ¢ ponto de estacionariedade j& que f & diferencidvel (porqué?) em (0,0) e

of 0z? + ?
—(0,0) = ——— = 2 =
61:( ) orx l(n.m 21:'(0,0) 2

[
of or? + y?
—_— = —_— =2 =0
dy (0,0) Oy |(o,0) ”|(o,0)
2.
g(z,y) = =y

Esta fungao assume o valor zero em (0, 0), é positiva nos quadrantes {mpares e negativa nos quadrantes
pares.

Para além disso

dg dzy
ot = — = =0
oz (0,0) oz 1(0,0) |(o,0)
e
dg Oozy
—_— = — = =0
oy (0,0) Ay (0,0 ml(o,m

portanto g tem um ponto de sela em (0,0).

Suponhamos agora que considerando uma fung¢io diferencivel, pretendemos localizar os seus extremos
e pontos de sela. Os candidatos serao os pontos de estacionariedade. Havera depois que distinguir quais
desses pontos de estacionariedade sao pontos de sela e quais sdo extremos e, de entre os extremos, decidir

quais 30 0s MAXiMOs e quais 530 0s minimos. Para isso fazemos uso da férmula de Taylor (de 2a. ordem)
aplicada ao ponto de estaciofariedade a:

fla-+h) = f(a) + (k- 9)f(@) + 5 (h+ 9)* (@) + o(lIAII)

Como o que nos interessa é perceber o sinal de f(a+h) — f (a) reescrevemos:

fla+h) - f(a) = (h-V)f(a) + %(h .9)* f(a) + o||R|®)

e como estamos a admitir que a é ponto de estacionariedade de f
1 ¢
fa+h) = f(a) = 5 (h- V)" f(a) + o(lIAI1)

e como o o||h]|?) tende para zero mais depressa que ||h||* quando |[h|| tende para zero, o que interessa
saber & como varia o sinal de

é)ﬂ 2
T (o) b ) + Mk

em fungéo do h. Se este sinal for positivo, entéo f(a + h) - f(a) > 0 e portanto temos um minimo em a;

se for negativo, temos um méximo. Se para certos h o sinal & positivo enquanto que para outros o sinal
é negativo, entdo temos um ponto de sela.

Se

(h- V)zf(a) = h}

o a*f o?
. ;
h; 'b;.,'(a) + 2"1"2""—ax0y (a) -+ h% 3y£ () =0
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termos na férmula de Taylor para se chegar a alguma conclusido quanto

entao havera que considerar mais h
- niio vamos considerar tais situagbes neste curso.

A natureza do que ocorre no ponto a
Consideremos novamente

1291 2y + 2hyhg 2L

IU. 2 (“)+hZa g(“)

U y
e ponha-se hj em evidéncia:

""‘[a 7( )(ﬁ)z”aigy( )h a f( )]

donde obtemos uma fungao quadrdtica em ,’:—‘-

hiy2 hy
A(—z) +ByL+C
321' 321’ 321’
( ) B= ( ) C=— (a)

e ¢é o sinal desta fungao quadratlca que importa agora conhecer. Para isso, queremos localizar os pontos
onde esta funcgdo se anula. Estes sdo dados pela férmula resolvente:

—-B+ /B2 —4AC

2

Entao o que realmente queremos saber é o sinal de
B?—4AC

ou ainda de

2he) - oo

%(Bz ~14C) = (axay ~ 7225z

Se o sinal de %(32 — 4AC') for positivo entdo a funcao tanto assume valores positivos como negativos
e portanto isso equival a a funcéo f, ocorre um]ponto-de-sela em-gl Se este sinal

“for pegativo quer dizer que NAO ha pontos onde a fungdo se anula: esta é semp: sitiva mpre

neﬁggga. 0 que corresponde a um extremo em a da fungao f: esse extremo sera um%
e minimo se 5;‘(0) > q (B"’ - 4AC') € o caso inconclusivo que nos referimos acima e que portanto nio

Consideraremos.

Finalmente, se considerarmos a matriz '{J,b\ '"‘MIA A
h ("?‘“ ) / )
& HHw

o[ F@ £ ;
dz(a_J_() ﬁ(a)) -(B - 44¢)

Entdo, em termos desta matriz, tem-se

- ,,-p"“l & “"?mﬁ-.
& (;'_;'(( a)) Fg;"i;((?))) %0 Q):to de sela e:;g}‘
m(ﬁ() 20 » ¥

a—é'( 2) %3_{ (@) )LE£~ Extremg em g; méximo se —-(a) < 59 lnhumo §e ——-(a) g

obtem-se:

PR R 5
d

bn.

/’;] = 0) -7 J"’-::MILJJ )UO 36
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